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规则 ＲＣ分形分抗逼近电路的零极点分布
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　　摘　要：　从电路结构特性与数学表示特征两方面，考察与探讨经典的规则ＲＣ分形分抗逼近电路的阻抗函数之
零极点解析求解与数值求解理论与方法．首先简要介绍经典分形分抗逼近电路并引入迭代电路、迭代函数、迭代矩阵
等新概念．通过特征值分解或ＨａｍｉｌｔｏｎＣａｙｌｅｙ展开，求出迭代矩阵幂而获得某些经典（比如Ｏｌｄｈａｍ分形链、Ｃａｒｌｓｏｎ分
形格、Ｂ型、２ｈ型等）分形分抗的阻抗函数之简洁数学解析表达式．最后给出分抗逼近电路零极点的解析求解法与有
效数值求解法及其解结果并进行理论与实践验证．
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１　引言
　　分抗（ｆｒａｃｔａｎｃｅ）是分数阶阻抗的简称．它是分数阶
元件在电磁学、电气电子学、信号与信息处理、控制理论

等领域的称谓．分抗是设计与构造具有分数阶微积分
运算功能的（线性、非线性）电路与系统———分数阶电

路与系统［１～６］的基本元器件！

理想分抗元（ｆｒａｃｔｏｒ）是一个无源二端元件，其阻
抗为

Ｚ（μ）（ｓ）＝Ｆ（μ）ｓμ （１）

式中ｓ是拉普拉斯变量，通常称为复频率，在运算微积
分中叫做运算变量（ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌｖａｒｉａｂｌｅ）；μ∈［－１，＋
１］称为运算阶；Ｆ（μ）是表征分抗（元）的集总特征量，ＳＩ
单位是

［Ｆ（μ）］＝Ωｓμ＝ｋｇｍ２ｓ－３＋μＡ－２． （２）
显然有Ｆ（－１）＝１／Ｃ，Ｆ（０）＝Ｒ，Ｆ（１）＝Ｌ．分抗元在蔡氏公
理化元件系中是连接基本整数阶电路元件（Ｒ、Ｃ、Ｌ等）
的桥梁［７～９］．当－１＜μ＜０时，算子 ｓμ实现分数阶积分
运算，对应元件———容性分抗元的电学特性介于电容

与电阻之间，用图１（ａ）所示电路符号表示．当０＜μ＜１



电　　子　　学　　报 ２０１７年

时，算子ｓμ实现分数阶微分运算，对应元件———感性分
抗元（图１（ｂ））的电学特性介于电阻与电感之间．可用
图１（ａ）所示电路符号表示一般意义下的分抗元器件．

理想分抗元现今是不存在的，因此人们提出各种

各样的分抗逼近电路来近似实现分抗的分数阶运算性

能［１～６，９～２９］．从物理上来说，就是利用可实现的无源二端
电路网络（特别是ＲＣ网络）来逼近理想分抗的运算性
能．从数学上来说，就是构造一有理的阻抗函数 Ｚｋ（ｓ）
序列逼近无理的理想分数μ阶微积分算子：

Ｚｋ（ｓ）＝
∑
ｎｋ

ｉ＝１
βｋｉｓ

ｉ

∑
ｄｋ

ｉ＝１
αｋｉｓ

ｉ

＝
Ｎｋ（ｓ）
Ｄｋ（ｓ）

ｋ→
→
∞

附加条件
Ｚ（μ）（ｓ），

０＜ μ ＜１． （３）
式中多项式Ｎｋ（ｓ）、Ｄｋ（ｓ）的根，也即阻抗函数 Ｚｋ（ｓ）的
零点ｚｋｉ、极点ｐｋｉ完全确定了分抗逼近电路的基本性质
（频域特征与运算特征等）［９］．

对于多数经典分抗逼近电路，Ｎｋ（ｓ）、Ｄｋ（ｓ）都是极
高次的大差异系数无缺项多项式，对应的友矩阵［３０～３４］

条件数很大，是病态矩阵［３３，３４］．因此用友矩阵特征值法
进行数值求解（比如在ＭＡＴＬＡＢ、Ｍａｐｌｅ中）是困难的事
情．大系数表示的摄动、计算精度与舍入所引起的误差
不断积累将会得到错误的结果［３０，３３］．因此准确求解（特
别是解析求解）Ｎｋ（ｓ）与Ｄｋ（ｓ）的所有根（即零极点）在
ｓ运算平面内分布，对于分抗、分抗逼近电路、分数阶系
统等等的研究是一个重要课题！

本文目的在于从电路与数学两个方面，考察与探

讨某些经典的 ＲＣ分形分抗逼近电路阻抗函数序列
Ｚｋ（ｓ）的零极点解析与数值求解理论与方法．

２　分抗逼近电路与迭代电路概念
　　分抗逼近问题可追溯到上世纪五六十年代一些先
驱者的开拓性研究［１０～１３］．推动分抗逼近电路研究的原
始力量，很可能源自于电磁理论、粘弹动力学、分数阶控

制系统理论、电解析化学、生物化学、生物医学，以及分

形理论等诸多领域中的分数阶行为与现象、分形分维

结构物质与材料、凝聚态物理与无序随机过程等等的

分数阶特性的理论描述与数学建模．［１～５，９，１６～２２］理清分
抗逼近电路研究的历史脉络是一件不容易的事情！研

究分抗逼近电路问题是一项具有挑战性的探索课题．［９］

为了本文目的，下面简要介绍经典的规则 ＲＣ分形
分抗逼近电路，与此同时引进迭代电路、迭代函数、迭代

方程等新概念建立分形分抗逼近电路研究的数学基础．
·ＯｌｄｈａｍＲＣ分形链分抗　Ｏｌｄｈａｍ等［１４，１５］根据

电解析化学过程中所发现新异极谱———半积分电解现

象与过程，引进如图２．１（ａ）所示ＲＣ电路———ＯｌｄｈａｍＩ
型分形链分抗逼近电路（简称分形链分抗）．图中正整
数ｋ表示电路的级数或节数．根据该电路自相似分形结
构特点，其输入阻抗函数可由迭代公式

Ｚｋ（ｓ）＝Ｒ＋

Ｚｋ－１（ｓ）
Ｃｓ

１
Ｃｓ＋Ｚｋ－１（ｓ）

，ｋ∈Ｎ＋ （４ａ）

计算，对应的简化电路（图２（ａ））称为 ＯｌｄｈａｍＩ型迭代
电路．

令Ｚｋ（ｓ）＝ｘｋ，Ｒ＝ａ，１／（Ｃｓ）＝ｂ，则式（４ａ）简写为

ｘｋ＝ａ＋
ｂｘｋ－１
ｂ＋ｘｋ－１

＝Ｆ（ｘｋ－１），ｋ∈Ｎ
＋． （４ｂ）

式中代数函数 Ｆ（ｘ）称为 ＯｌｄｈａｍＩ型分形链分抗的迭
代函数．容易证明，迭代式（４ｂ）收敛于代数迭代方程

ｘ＝Ｆ（ｘ）＝ａ＋ ｂｘｂ＋ｘ（ａ≠ｂ，ｘ∈Ｒ
＋） （５ａ）

的正实根———ＯｌｄｈａｍＩ型分形链分抗的极限阻抗

ＺＦ（ｓ）＝
ａ
２ １＋ １＋４ｂ槡( )ａ ，ａ≠ｂ． （５ｂ）

这意味着 ＯｌｄｈａｍⅠ型分形链分抗的阻抗函数序列
收敛：

Ｚｋ（ｓ）
ｋ→
→
∞
ＺＦ（ｓ）

４ｂ＞＞
→
ａ
槡ａｂ＝槡

Ｒ
Ｃｓ

－１／２．（６）

由ＯｌｄｈａｍＩ型分形链分抗逼近电路出发，根据对
偶原理［９］，可构造出三种新型分形链分抗逼近电路（图

２（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）），对应的迭代函数罗列于附录表之中．
·Ｌｉｕ分抗　Ｌｉｕ［１６］就规则Ｃａｎｔｏｒ分形棒电极建立

了自相似结构的等价电路模型———Ｌｉｕ分形树分抗逼
近电路．它由两个标度特征参量α与 β所完全确定（αβ
＝σ称为标度因子）［９，１６～１８］．
Ｋａｐｌａｎ等［１７，１８］提出用标度迭代公式

Ｚｋ
ｓ( )σ ＝Ｒ＋

αＺｋ－１（ｓ）
ＣｓＺｋ－１（ｓ）＋１

（ｋ∈Ｎ＋） （７）

求解Ｌｉｕ分形树分抗的阻抗函数序列．由式（７）绘出
ＬｉｕＫａｐｌａｎ分形链分抗的迭代电路如图３（ａ）所示，对
应于一个代数迭代方程———ＬｉｕＫａｐｌａｎ标度方程

ｘ（ｓ）＝ａ＋ αｘ（σｓ）
１＋αｂ－１ｘ（σｓ）

． （８ａ）

这是一个非正则标度方程！它表征了一大类分数阶现

象与过程．该方程所描述的分抗逼近电路之运算
阶———Ｌｉｕ氏运算阶

μＬｉｕ＝－ｌｇα／ｌｇσ． （８ｂ）
·Ｈａｂａ分形线分抗［２０，２１］其迭代电路如图 ３（ｂ）

２１５２
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所示．［９］

·ＮＳ树分抗与 Ｈ型分抗　Ｎａｋａｇａｗａ和 Ｓｏｒｉｍａ
ｃｈｉ［１９］提出并证明自相似二分树分形结构 ＲＣ电路———
ＮＳ分形树分抗（图３（ｃ）），在极限情况下具有负半阶
运算特性．文［２４］中提出一种迭代电路如图３（ｄ）所示
的Ｈ型分抗．这两种分形分抗的结构具有对偶性质［９］，

它们的极限阻抗都是ＺＦ（ｓ）＝槡ａｂ＝槡Ｒ／Ｃｓ
－１／２．

·Ｃａｒｌｓｏｎ分形格分抗　Ｃａｒｌｓｏｎ和 Ｈａｌｉｊｉａｋ［１１，１２］证
明分形格网络具有负半阶运算性能，其迭代电路如图３
（ｅ）所示．

·Ｂ型与 ２ｈ型分抗　迭代电路如图 ３（ｆ）、（ｇ）
所示．［２４～２７］

上面简要介绍了一些经典的规则 ＲＣ分形分抗逼
近电路，迭代电路是它们的简化等价表示．它们在数学
上完全由各自的迭代函数 Ｆ（ｘ）（见附录表）所表征与
刻画．

从数学理论上来说，由分形分抗的迭代函数，通过

数值迭代运算就能获得阻抗函数序列 Ｚｋ（ｓ）的数值表
示，从而进行分抗逼近电路的频域特征、运算特征、逼近

性能等各种各样的考察与分析．但随着迭代次数ｋ的增
加，由于计算精度与舍入所引起的误差不断积累而使

得分析失效．另一方面，数值分析不便于从理论上全面
考察与分析分抗逼近电路的各种特性．

从电路理论方面来看，如果求出阻抗Ｚｋ（ｓ）的系数
矢量

βｋ＝［βｋ０，βｋ１，…，βｋｎｋ］、αｋ＝［αｋ０，αｋ１，…，αｋｄｋ］（９）
进而解出它们的根，不但可以减少计算代价，而且便于

数值与理论两方面对分抗逼近电路的各种性能进行考

察与分析．
如何准确求解，特别是解析求解分形分抗逼近电

路阻抗函数Ｚｋ（ｓ）序列的零极点就是本文的主要研究
内容．

３　分形分抗的迭代函数与阻抗函数序列
　　系数矢量 βｋ与 αｋ，由迭代函数 Ｆ（ｘ）与初始阻抗

Ｚ０（ｓ）确定．
３．１　归一化迭代函数与系数矢量 βｋ、αｋ的迭代

算法

考虑式（４）所描述分抗逼近电路（图２（ａ））．用该
电路的特征频率Ω０＝１／（ＲＣ）＝１／τ除运算变量 ｓ得到
归一化运算变量

ｗ＝ｓ
Ω０
＝ＲＣｓ＝τｓ． （１０ａ）

取初始阻抗函数

Ｚ０（ｓ）＝Ｚ０
ｗ( )τ ＝Ｒ·

Ｎ０（ｗ）
Ｄ０（ｗ）

＝Ｒ·Ｙ０（ｗ），（１０ｂ）

则由迭代公式（４）递推得到

Ｚｋ（ｓ）＝Ｚｋ
ｗ( )τ ＝Ｒ·

Ｎｋ（ｗ）
Ｄｋ（ｗ）

＝Ｒ·Ｙｋ（ｗ），ｋ∈Ｎ
＋

（１１ａ）

　　　Ｙｋ（ｗ）＝
Ｎｋ（ｗ）
Ｄｋ（ｗ）

＝珔ＦＹｋ－１（ｗ( )）

＝
Ｄｋ－１（ｗ）＋（ｗ＋１）Ｎｋ－１（ｗ）
Ｄｋ－１（ｗ）＋ｗＮｋ－１（ｗ）

（１１ｂ）

式中Ｙｋ（ｗ）是归一化阻抗函数，而代数迭代函数

珔Ｆ（ｙ）＝１＋ ｙ
１＋ｗｙ （１１ｃ）

称为ＯｌｄｈａｍＩ型分形链分抗的归一化迭代函数．
由式（１１）得到计算系数矢量αｋ、βｋ的迭代公式
βｋ＝［βｋ－１，０］＋［αｋ－１，０］＋［０，βｋ－１］，

αｋ＝［αｋ－１，０］＋［０，βｋ－１］
（１２）

由式（１１）、（１２）看出，系数矢量与电路元件的取值
Ｒ、Ｃ无关．系数矢量由其归一化迭代函数———迭代电路
结构特性和归一化初始阻抗（或初始系数矢量 β０、α０）
确定！通过逐一验证，这一结论对附录表中所有分形分

抗逼近电路成立．
考察附录表中罗列的所有系数矢量对应的多项式

３１５２
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发现，它们都是大差异系数且无缺项多项式．无论从电
路理论还是数学上判定，无源分形分抗逼近电路之阻

抗函数序列Ｚｋ（ｓ）或Ｙｋ（ｗ）的零极点都分布在ｓ或ｗ运
算平面的负实轴上！

给定系数矢量，理论上求解友矩阵特征值就能得

到对应多项式的全部根！在ＭＡＴＬＡＢ中由函数ｒｏｏｔｓ实
现．当多项式次数（更准确地说是多项式的非零系数个
数）超过两位数时，根集合中出现大量共轭复根且部分

位于右半运算平面！通过实验发现，非零系数个数超过

１９时，ｒｏｏｔｓ解出的根，随着次数或非零系数个数增加会
越来越偏离根的真值而使求解失效．在文献［３０］中，考
察了八个不同的无缺项１９次多项式方程数值求解的相
对误差问题．为论述方便，本文将１９作为低次、高次分
界数．

对于大多数分形分抗逼近电路，需要求解的多项

式Ｎｋ（ｗ）、Ｄｋ（ｗ）次数会超过三位数甚至更高．因此，从
数值上准确求解阻抗函数序列 Ｙｋ（ｗ）的所有零极点是
极其困难的事情．这样一来，很自然引出问题：对于给定
分形分抗逼近电路，能否直接解析求解超高次、大差异

系数、无缺项多项式的所有根———在数学上准确求出

零极点的解析表达式？

３．２　迭代矩阵、迭代矩阵幂与归一化阻抗函数
为了解析求解与有效地数值求解阻抗 Ｙｋ（ｗ）的所

有零极点，必须利用电路结构特性、数学表示特征等，通

过简化或变换等数学技巧，将 Ｎｋ（ｗ）、Ｄｋ（ｗ）转化成易
解的良态多项式（特别是大缺项多项式、对称多项式、

倒数多项式等）．
Ａ、归一化迭代函数与分抗的迭代矩阵
考虑图２（ａ）所示分形链电路．式（１１ｂ）的矩阵形式

为

Ｎｋ（ｗ）
Ｄｋ（ｗ[ ]） ＝Γ（ｗ）Ｎｋ－１（ｗ）Ｄｋ－１（ｗ[ ]），Γ（ｗ）＝１＋ｗ １

ｗ[ ]１，ｋ∈Ｎ＋
（１３）

式中幺模方阵Γ（ｗ）称为ＯｌｄｈａｍⅠ型分抗的迭代矩阵．
迭代矩阵Γ是归一化迭代函数 珔Ｆ（ｙ）等价的矩阵

表示．但由 珔Ｆ（ｙ）不一定就能获得等价的 Γ（ｗ）．比如，
对于ＮＳ树、Ｈ型分形分抗，珔Ｆ（ｙ）中存在自变量 ｙ的二
次项而使得我们不知道如何获得它们的迭代矩阵！

对于ＬｉｕＫａｐｌａｎ分形链分抗，有
Ｎｋ（ｗ）
Ｄｋ（ｗ[ ]） ＝ σ＋σｗ Ｖ

σ[ ]ｗ Ｖ
Ｎｋ－１（σｗ）
Ｄｋ－１（σｗ[ ]），ｋ∈Ｎ＋．

（１４）
式中标度因子σ的存在使得问题的求解变得困难．

Ｂ、迭代矩阵幂、初始阻抗与归一化阻抗函数序列
由式（１３）得

Ｎｋ（ｗ）
Ｄｋ（ｗ[ ]） ＝Γｋ Ｎ０（ｗ）Ｄ０（ｗ[ ]）

＝
γｋ（ｗ） δｋ（ｗ）

εｋ（ｗ） ζｋ（ｗ[ ]） Ｎ０（ｗ）
Ｄ０（ｗ[ ]），ｋ∈Ｎ＋，（１５ａ）

或等价为

Ｙｋ（ｗ）＝
Ｎｋ（ｗ）
Ｄｋ（ｗ）

＝
γｋ（ｗ）Ｎ０（ｗ）＋δｋ（ｗ）Ｄ０（ｗ）
εｋ（ｗ）Ｎ０（ｗ）＋ζｋ（ｗ）Ｄ０（ｗ）

，ｋ∈Ｎ＋．

（１５ｂ）

初始阻抗Ｚ０（ｓ）＝ＲＹ０（ｗ）、Ｙ０（ｗ）＝
Ｎ０（ｗ）
Ｄ０（ｗ）

可以取如图

４所示的几种简单情形（当然也可考虑 ＲＣ一阶网络）．
图中实数κ称为初始阻抗参数．

纯电阻（包括开路κ＝∞、短路κ＝０）情形时，

Ｙｋ（ｗ）＝
κγｋ（ｗ）＋δｋ（ｗ）
κεｋ（ｗ）＋ζｋ（ｗ）

，ｋ∈Ｎ＋，０≤κ≤∞．

（１６ａ）
对于纯电容阻初始阻抗情形（图４（ｃ）），有

Ｙｋ（ｗ）＝
γｋ（ｗ）－κｗδｋ（ｗ）
εｋ（ｗ）－κｗζｋ（ｗ）

，ｋ∈Ｎ＋，－∞＜κ＜０．

（１６ｂ）
Ｃ、迭代矩阵幂的计算
直接计算高次迭代矩阵幂 Γｋ十分繁琐，并将给解

析求解或数值求解阻抗函数的零极点带来极大的难

度．幸运的是，现在所面对的迭代矩阵 Γ是２阶非奇异
矩阵，可以采用特征值分解与ＨａｍｉｌｔｏｎＣａｙｌｅｙ展开两种
方法计算Γｋ．

特征值分解法　如果Γ＝ＵΛＵ－１，则Γｋ＝ＵΛｋＵ－１．
式（１３）所定义函数方阵Γ（ｗ）的特征方程
ｐΓ（λ）＝ｄｅｔ（Γ－λＩ）＝λ

２－（ｗ＋２）λ＋１＝０，
（１７ａ）

存在两个互为倒数的特征值，

λ１＝
１
λ２
＝ｗ＋２＋ ｗ２＋４槡 ｗ

２ ， （１７ｂ）

对应着两个相异特征矢量

ｕ１＝
１＋ １＋４槡 ｗ

２ ，







１
，ｕ２＝

１－ １＋４槡 ｗ
２ ，







１
．

（１７ｃ）
由式（１７ａ）得到运算变量ｗ与特征值λ的内在关系

ｗ＋２＝λ＋λ－１ｗ＝（λ－１）２／２， （１８）

４１５２
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从而有（使用特征值变量λ表示）

Λ＝
λ１ ０
０ λ[ ]

２

＝
λ ０

０ １






λ
，Ｕ＝

λ
λ－１

－λ
λ－１







１ １
．

（１９）
最后得到迭代矩阵幂（使用λ表示）

Γｋ（λ）＝ＵΛｋＵ－１＝ １
ｇｋ（λ）

γ^ｋ（λ） δ^ｋ（λ）

ε^ｋ（λ） ζ^ｋ（λ[ ]）
（２０ａ）

＝ １
（λ＋１）λｋ

λ２ｋ＋１＋１ λ（λ２ｋ－１）
λ－１

（λ－１）（λ２ｋ－１） λ２ｋ＋







λ
．

（２０ｂ）
使用ＨａｍｉｌｔｏｎＣａｙｌｅｙ展开法也能获得同样结论．
Ｏｌｄｈａｍ分形链的其他类型都可按照Ⅰ型情形处

理．它们的迭代矩阵幂（用 λ表示）也具有简洁解析表
达式（表１）．

Ｄ、归一化阻抗函数的解析表达式
将式（２０）代入式（１５），超高次无缺项归一化阻抗

函数 Ｙｋ（ｗ）＝Ｎｋ（ｗ）／Ｄｋ（ｗ）被转化成一种简洁的解
析式

Ｙ^ｋ（λ）＝
Ｎ^ｋ（λ）
Ｄ^ｋ（λ）

＝
γ^ｋ（λ）^Ｎ０（λ）＋^δｋ（λ）^Ｄ０（λ）
ε^ｋ（λ）^Ｎ０（λ）＋^ζｋ（λ）^Ｄ０（λ）

，ｋ∈Ｎ＋．

（２１）
从而由式（１５）与式（２０），得到 ＯｌｄｈａｍⅠ型分形链分抗
的输出开路（κ＝∞）、短路（κ＝０）时，输入阻抗函数可
分别表示为

Ｙ^Ｏｋ（λ）＝
λ２ｋ＋１＋１

（λ－１）（λ２ｋ－１）
、^ＹＳｋ（λ）＝

λ２ｋ＋１
（λ－１）（λ２ｋ－１＋１）

．

（２２）
这一组有理函数的零极点数目增加一倍，但它们对应

着容易解析求解的高次二项方程！

考察Ｃａｒｌｓｏｎ格型、Ｂ型、２ｈ型分抗情形．它们的迭
代矩阵幂可以统一写成

Γｋ＝
γｋ δｋ
εｋ ζ[ ]

ｋ

＝１２
λｋ１＋λ

ｋ
２ ｄ（λｋ１－λ

ｋ
２）槡／ｗ

槡ｗ（λ
ｋ
１－λ

ｋ
２）／ｄ λｋ１＋λ

ｋ[ ]
２

．

（２３）
式中ｄ是类型标示常数（其取值参见附录表），λ１＝λ１
（ｗ）、λ２＝λ２（ｗ）是迭代矩阵的特征值函数．根据式
（１５ｂ），对于纯电阻（包括开路与短路）初始阻抗情形（０
≤κ＜∞），

Ｙｋ（ｗ）＝ｄ·
（κ槡ｗ＋ｄ）λ

ｋ
１（ｗ）＋（κ槡ｗ－ｄ）λ

ｋ
２（ｗ）

（κ槡ｗ＋ｄ）λ
ｋ
１（ｗ）－（κ槡ｗ－ｄ）λ

ｋ
２（ｗ）
（２４ａ）

对于纯电容初始阻抗情形（－∞＜κ＜０）有

Ｙｋ（ｗ）＝ｄ·
（１－ｄκ槡ｗ）λ

ｋ
１（ｗ）＋（１＋ｄκ槡ｗ）λ

ｋ
２（ｗ）

（１－ｄκ槡ｗ）λ
ｋ
１（ｗ）－（１＋ｄκ槡ｗ）λ

ｋ
２（ｗ）

．

（２４ｂ）

４　归一化阻抗函数的零极点求解与分析

　　求出迭代矩阵幂 Γｋ的简洁数学表达式，为求解归
一化阻抗函数的零极点打下了坚实的数学基础．
４．１　Ｏｌｄｈａｍ分形链分抗逼近电路的零极点求解

式（１７）说明，式（２１）中多项式 Ｎ^ｋ（λ）与 Ｄ^ｋ（λ）的
一对互为倒数的共轭复根（由表１知，它们是 λ２ｋ±１＋１
＝０、λ２ｋ－１＝０的根）共同确定式（１５）中多项式 Ｎｋ
（ｗ）、Ｄｋ（λ）的一个实根！

表１　ＯｌｄｈａｍＲＣ链分抗的迭代矩阵幂（使用λ表示）

类型 Ⅰ型 Ⅱ型 Ⅲ型 Ⅳ型

γ^ｋ（λ） λ２ｋ＋１＋１ λ２ｋ＋λ λ２ｋ＋１＋１ λ２ｋ＋λ

δ^ｋ（λ） λ（λ２ｋ－１）
（λ－１）

（λ－１）（λ２ｋ－１） λ（λ２ｋ－１）
（λ－１）

ε^ｋ（λ）
（λ－１）

（λ２ｋ－１）
λ（λ２ｋ－１）
（λ－１）

（λ－１）（λ２ｋ－１）

ζ^ｋ（λ） λ（λ２ｋ－１＋１） λ２ｋ＋１＋１ λ２ｋ＋λ λ２ｋ＋１＋１

ｇｋ（λ） （λ＋１）λｋ （λ＋１）（λ－１）２ｋ （λ＋１）λｋ

　　Ａ、开路、短路归一化阻抗函数的零极点之解析
求解

ＯｌｄｈａｍⅠ型链分抗的开路归一化阻抗函数，由式
（２２）有

Ｙ^Ｏｋ（λ）＝
（λ＋１）∏

ｋ－１

ｉ＝０
λ２－２ｃｏｓ２ｉ＋１

２ｋ＋１( )πλ＋[ ]１
（λ＋１）∏

ｋ－１

ｉ＝０
λ２－２ｃｏｓ ｉ

ｋ( )πλ＋[ ]１
，

ｋ∈Ｎ＋． （２５ａ）
与特征方程（１７ａ）λ２－（ｗ＋２）λ＋１＝０相对照，得到

ｚｋｉ＝－４ｓｉｎ
２ ２ｉ＋１
２ｋ＋１

π( )２ ，ｐｋｉ＝－４ｓｉｎ２ ｉ
ｋ
π( )２ ，０≤ｉ＜ｋ．

（２５ｂ）
同理，可求出 Ｙ^Ｓｋ（λ）以及其他 Ｏｌｄｈａｍ分形链分抗的
（归一化）开路、短路输入阻抗之零极点解析表达式（表

２）．
Ｂ、简单初始阻抗时归一化阻抗函数的零极点之

求解

根据式（２１），对于纯电阻初始阻抗情形，
Ｎ^ｋ（λ）＝κ珔γｋ（λ）＋珋δｋ（λ）
Ｄ^ｋ（λ）＝κ珔εｋ（λ）＋珋ζｋ（λ{ ）

，０＜κ＜＋∞，（２６ａ）

对于纯电容初始阻抗情形则有

５１５２
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表２　ＯｌｄｈａｍＲＣ链分抗的开路、短路归一化阻抗函数零极点解析表达式

类型
开路归一化阻抗函数ＹＯｋ（ｗ） 短路归一化阻抗函数ＹＳｋ（ｗ）

零点：－ｚｋｉ 极点：－ｐｋｉ 零点：－ｚｋｉ 极点：－ｐｋｉ

Ⅰ型
４ｓｉｎ２ ２ｉ＋１２ｋ＋１

π( )２
ｉ＝０～（ｋ－１）

４ｓｉｎ２ ｉ
ｋ
π( )２

ｉ＝０～（ｋ－１）

４ｓｉｎ２ ｉ
ｋ
π( )２

ｉ＝１～（ｋ－１）

４ｓｉｎ２ ２ｉ＋１２ｋ－１
π( )２

ｉ＝０～（ｋ－２）

Ⅱ型
１
４ｃｓｃ

２ ２ｉ＋１
２ｋ－１

π( )２
ｉ＝０～（ｋ－２）

１
４ｃｓｃ

２ ｉ
ｋ
π( )２

ｉ＝１～（ｋ－１）

１
４ｃｓｃ

２ ｉ
ｋ
π( )２

ｉ＝１～（ｋ－１）

１
４ｃｓｃ

２ ２ｉ＋１
２ｋ＋１

π( )２
ｉ＝０～（ｋ－１）

Ⅲ型
１
４ｃｓｃ

２ ２ｉ＋１
２ｋ＋１

π( )２
ｉ＝０～（ｋ－１）

ｐｋ０＝０

１
４ｃｓｃ

２ ｉ
ｋ
π( )２

ｉ＝１～（ｋ－１）

１
４ｃｓｃ

２ ｉ
ｋ
π( )２

ｉ＝１～（ｋ－１）

ｐｋ０＝０

１
４ｃｓｃ

２ ２ｉ－１
２ｋ－１

π( )２
ｉ＝１～（ｋ－１）

Ⅳ型
４ｓｉｎ２ ２ｉ＋１２ｋ－１

π( )２
ｉ＝０～（ｋ－２）

４ｓｉｎ２ ｉ
ｋ
π( )２

ｉ＝０～（ｋ－１）

４ｓｉｎ２ ｉ
ｋ
π( )２

ｉ＝１～（ｋ－１）

４ｓｉｎ２ ２ｉ＋１２ｋ＋１
π( )２

ｉ＝０～（ｋ－１）

Ｎ^ｋ（λ）＝珔γｋ（λ）－κｗ（λ）珋δｋ（λ）
Ｄ^ｋ（λ）＝珔εｋ（λ）－κｗ（λ）珋ζｋ（λ{ ）

，－∞＜κ＜０．

（２６ｂ）
式中ｗ（λ）表示ｗ－λ关系．表３列出了Ｏｌｄｈａｍ分形链
类分抗存在初始阻抗时，多项式 Ｎ^ｋ（λ）、^Ｄｋ（λ）的解析
表达式．

表３中给定的１６个方程都是易解方程（除去因式
λ或λ－１之外），只有四项的倒数方程［３２～３４］，可归并成

如下两类形式．
表３　ＯｌｄｈａｍＲＣ链分抗的归一化阻抗函数之解析表达式（用λ表示）

类 型 κ Ｎ^ｋ（λ） Ｄ^ｋ（λ） ρ 备　注

Ⅰ型
＋

－

ｐ３（λ）

ｐ１（λ）

（λ－１）ｐ１（λ）

（λ－１）ｐ２（λ）

（１－κ）／κ

κ／（１－κ）

－１≤ρ≤∞

－１≤ρ≤０

Ⅱ型
＋

－

（λ－１）ｐ１（λ）

（λ－１）ｐ２（λ）

ｐ３（λ）

ｐ１（λ）

κ－１

１／（κ－１）

－１≤ρ≤∞

－１≤ρ≤０

Ⅲ型
＋

－

（λ－１）ｐ１（λ）

（λ－１）ｐ３（λ）

λｐ２（λ）

λｐ１（λ）

－１／（κ＋１）

－（κ＋１）

－１≤ρ≤０

－１≤ρ≤∞

Ⅳ型
＋ λｐ２（λ） （λ－１）ｐ１（λ）－κ／（κ＋１） －１≤ρ≤０

－ λｐ１（λ） （λ－１）ｐ３（λ）－（κ＋１）／κ －１≤ρ≤∞

说明

①ｐ１（λ）＝λ２ｋ＋１＋ρλ２ｋ＋ρλ＋１

②ｐ２（λ）＝λ２ｋ＋ρλ２ｋ－１－ρλ－１

　ｐ３（λ）＝λ２ｋ＋２＋ρλ２ｋ＋１－ρλ－１

κ：初始阻抗参数

ｋ∈Ｎ＋

　　① 第一类型奇次四项倒数方程
ｐ１（λ）＝λ

２ｋ＋１＋ρλ２ｋ＋ρλ＋１＝（λ＋１）珋ｐ１（λ）

＝（λ＋１）１＋（ρ－１）λ∑
２ｋ－２

ｉ＝０
（－１）ｉλｉ＋λ２[ ]ｋ

＝０，－１≤ρ＜∞． （２７ａ）

式中 珋ｐ１（λ）是镜像对称多项式，ρ是由初始阻抗参数 κ
确定的实常数（参见表３）．

② 第二类型偶次四项倒数方程
ｐ２（λ）＝λ

２ｋ＋ρλ２ｋ－１－ρλ－１＝（λ２－１）珋ｐ２（λ）

＝（λ２－１）（ρλ＋１）∑
ｋ－２

ｉ＝０
λ２ｉ＋λ２ｋ－[ ]２ ＝０，

－１≤ρ＜∞． （２７ｂ）
式中 珋ｐ２（λ）是镜像对称多项式．

直接由四项倒数多项式 ｐ１（λ）、ｐ２（λ）表达形式容
易判定，当 ρ≠１时，存在两个互为倒数实根且有

ｒ１，２ｋ＝
１
ｒ１，２ｋ－１

ｋ→
→
∞

｜ρ｜≠１
－１
ρ
，ｒ２，２ｋ－２＝

１
ｒ２，３ｋ－３

ｋ→
→
∞

｜ρ｜≠１
－１
ρ
．

（２８）
镜像对称多项式 珋ｐ１（λ）与 珋ｐ２（λ）的所有复根在单位圆
上，共轭互为倒数成对出现，

ｒ１ｉ＝ｅｘｐ（±ｊθ１ｉ），０＜θ１ｉ＜π，ｉ＝１～（ｋ－１），
（２９ａ）

ｒ２ｉ＝ｅｘｐ（±ｊθ２ｉ），０＜θ２ｉ＜π，ｉ＝１～（ｋ－２），（２９ｂ）
式中θ１ｉ、θ２ｉ分别满足方程（将 λ＝ｅｘｐ（ｊθ）代入方程
（２７）），

ｃｏｓ（ｋθ＋θ２）＋ρｃｏｓ（ｋθ－
θ
２）＝０，０＜θ＜π，

（３０ａ）
ｓｉｎ（ｋθ）＋ρｓｉｎ（ｋθ－θ）＝０，０＜θ＜π． （３０ｂ）

由上述两个三角函数方程极其容易将四项倒数方程

（２７）的所有复根，在单位圆上逐个隔离出来———获得单个
θ１ｉ、θ２ｉ所在的小区间，进而实现数值求解．对于ρ的某些特
殊值（比如ρ＝－１、０、１等）可求出θ１ｉ、θ２ｉ的解析表达式．

对于ＯｌｄｈａｍⅠ型，当Ｚ０＝Ｒ，即κ＝１ρ＝０时有
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ｃｏｓ（ｋθ＋θ２）＝０，ｓｉｎ（ｋθ＋θ）＝０，０＜θ＜π，

（３１ａ）
解之，

θ１ｉ＝
２πｉ
２ｋ＋１，ｉ＝１～ｋ；θ２ｉ＝

２πｉ
ｋ＋１，ｉ＝１～ｋ．（３１ｂ）

使用ｗ－λ关系ｗ＝λ＋１λ
－２转换得到

ｚｋｉ＝－４ｓｉｎ
２ ２πｉ
２ｋ( )＋１，ｐｋｉ＝－４ｓｉｎ

２ πｉ
ｋ( )＋１，ｉ＝１～ｋ．

（３２）
对于一般的ρ取值，由于多项式ｐ１（λ）、ｐ２（λ）的非

零系数只有四个，它们是良态多项式．由 Ｍａｔｌａｂ中 ｒｏｏｔｓ
函数就能获得十分精确的数值解！一旦求得超高次方

程式（２７）的根ｒ１ｉ与ｒ２ｉ，通过ｗ－λ关系获得 Ｎｋ（ｗ）、Ｄｋ
（ｗ）在负实轴上的根！
４．２　Ｃａｒｌｓｏｎ格型、Ｂ型、２ｈ型分抗的零极点求解

这三种分形分抗的零极点问题就是求解式（２４）中
多项式Ｎｋ（ｗ）与Ｄｋ（ｗ）之根，它们由零极点方程

λ１（ｗ）
λ２（ｗ( )）

ｋ

＝κ槡ｗ－ｄ
κ槡ｗ＋ｄ

，０≤κ≤∞， （３３ａ）

λ１（ｗ）
λ２（ｗ( )）

ｋ

＝±κ槡ｗ＋１／ｄ
κ槡ｗ－１／ｄ

，－∞＜κ＜０ （３３ｂ）

确定．对于κ的某些特殊值可获得解析解！开路（κ＝
∞）、短路（κ＝０）归一化阻抗函数零极点方程分别是

λ１（ｗ）
λ２（ｗ[ ]）

ｋ

＝１，
λ１（ｗ）
λ２（ｗ[ ]）

ｋ

＝±１． （３４）

该组方程的解析解罗列于表４之中．
从电路角度考虑，无源电路的零极点必定是负实

数．因此取ｗ＝－ｒ＝－１０ｖ（ｒ∈Ｒ＋，ｖ∈Ｒ），方程组（３３）
变成

ψｋ（ｒ）＝φ（κ，ｒ）（ｒ∈Ｒ＋，－∞＜κ≤∞），（３５ａ）

ψ（ｒ）＝
λ１（－ｒ）
λ２（－ｒ）

＝ｅｊ２（ｒ），φ（κ，ｒ）＝ζ（κ）ｅｊ２φ（κ，ｒ）．

（３５ｂ）
式中实函数（ｒ）、ζ（κ）与φ（κ，ｒ）（参见表５），都是容
易计算的基本函数或简单函数！方程组（３３）的等价三
角函数形式为

ｃｏｓ（２ｋ（ｒ））＝ζ（κ）ｃｏｓ（２φ（κ，ｒ））
ｓｉｎ（２ｋ（ｒ））＝ζ（κ）ｓｉｎ（２φ（κ，ｒ{ ））

ｋ∈Ｎ＋ｒ∈Ｒ＋

－∞＜κ≤( )∞ ．

（３６）
根据三角函数方程组（３６），就能给出 Ｃａｒｌｓｏｎ格

型、Ｂ型与２ｈ型分形分抗逼近电路零极点的快速数值
求解算法与程序．

表４　格型、Ｂ型、２ｈ型分抗逼近电路的零极点之解析表达式

类　型 Ｃａｒｌｓｏｎ格型 Ｂ型、２ｈ型

开路

κ＝∞

短路

κ＝０

零点

－ｚｋｉ

－ｐｋｉ

－ｚｋｉ

极点

－ｐｋｉ

ｃｏｔ２ ２ｉ＋１２ｋ
π( )２ ，ｉ＝０～（ｋ－１） １

２ ｃｏｔ２ｉ＋１２ｋ( )π ＋ ２＋ｃｏｔ２ ２ｉ＋１２ｋ( )槡[ ]π ２

，ｉ＝０～（ｋ－１）

ｃｏｔ２ πｉ
２( )ｋ，ｉ＝０～ｋ １

２ ｃｏｔπｉ( )ｋ ＋ ２＋ｃｏｔ２ πｉ( )槡[ ]ｋ

２

，ｉ＝０～ｋ

ｃｏｔ２ ２ｉ＋１２ｋ
π( )２ ，ｉ＝０～（ｋ－１） １

２ ｃｏｔ２ｉ＋１２ｋ( )π ＋ ２＋ｃｏｔ２ ２ｉ＋１２ｋ( )槡[ ]π ２

，ｉ＝０～（ｋ－１）

κ＝ｄ

零点

－ｚｋｉ

极点

－ｐｋｉ

ｃｏｔ２ ２ｉ＋１２ｋ＋１
π( )２ ｗ＋１＋ ２槡ｗ

ｗ＋１－ ２槡( )ｗ
ｋ

＝－槡ｗ－１

槡ｗ＋１

ｃｏｔ２ πｉ
２ｋ( )＋１

ｗ＋１＋ ２槡ｗ
ｗ＋１－ ２槡( )ｗ

ｋ

＝槡ｗ－１

槡ｗ＋１

κ＝

－１ｄ

零点

－ｚｋｉ

极点

－ｐｋｉ

ｃｏｔ２ ２ｉ
２ｋ－１

π( )２ ｗ＋１＋ ２槡ｗ
ｗ＋１－ ２槡( )ｗ

－ｋ

＝槡ｗ－１

槡ｗ＋１

ｃｏｔ２ ２ｉ＋１２ｋ－１
π( )２ ｗ＋１＋ ２槡ｗ

ｗ＋１－ ２槡( )ｗ
－ｋ

＝－槡ｗ－１

槡ｗ＋１

５　解结果的验证
　　对于本文所研究的多项式方程 Ｎｋ（ｗ）＝０，Ｄｋ（ｗ）
＝０，由于超高次、无缺项、大差异系数这些因素的存
在，必须谨慎认真对待解结果（ｚｋｉ、ｐｋｉ）正确性的验证

问题．
５．１　直接验证

直接验证就是采用常规验根方法，验算

Ｎｋ（ｚｋ？ｉ）＝０，Ｄｋ（ｐｋｉ）＝０．
对于低次（ｋ＜１９）情形，可以直接使用Ｍａｔｌａｂ中
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表５　零极点方程组（３５）的解析表达式———格型、Ｂ型、２ｈ型分抗

类　型 Ｃａｒｌｓｏｎ格型 Ｂ型 ２ｈ型 备　注

ｄ １ 槡２ １／槡２ 类型标示常数

λ１（ｗ）、λ２（ｗ） （槡ｗ±１）２ ｗ± ２槡ｗ＋１ 特征值函数

ψ（ｒ） 槡ｒｉ＋１

槡ｒｉ( )－１

２ １－ｒ＋ ２槡ｒｉ
１－ｒ－ ２槡ｒｉ

ψ（ｒ）≡１

（ｒ） ａｒｃｔａｎ ４槡ｒ
１－( )ｒ ａｒｃｔａｎ ２槡ｒ

１－( )ｒ ０＜（ｒ）＜π

φ（κ，ｒ）
ζ（κ）

φ（κ，ｒ）

｜ｓｇｎ（κ）｜－ｓｇｎ（κ）－１

－ｓｇｎ（κ）ａｒｃｔａｎ κ槡ｒ
ｄｓｇｎ（κ( )）

φ（κ，ｒ）≡１

０＜φ（κ，ｒ）＜π２

说　 明 ｗ＝－ｒ＝－１０ｖ，ｒ∈Ｒ＋，ｖ∈Ｒ，－∞＜κ≤∞

ｐｏｌｙｖａｌ函数验证解结果的正确性．但对于高次（ｋ＞１９）
与超高次（ｋ＞＞１９）情形，在数值计算上由于（超）高
次、无缺项、大差异系数这些因素的存在，系数表示摄

动与机器运算精度等所引起的累积误差，将会使验根

失效———Ｎｋ（ｚｋｉ）与Ｄｋ（ｐｋｉ）远远偏离０．
不同分抗逼近电路，验根的技巧各不一样．但都可

从理论与实践两方面验证解结果的正确性与（数值解

的）精确度．
５．２　理论验证

理论验证包括解结果———零极点的分布区域确

定、失根与增根判定等．本文所考察的分抗逼近电路都
是物理可实现无源网络．由无源网络综合理论的正实
性原理（ｐｏｓｉｔｉｖｅｒｅａｌｉｔｙｐｒｉｎｃｉｐｌｅ，因果与稳定的充要条
件），本文所研究的所有分子分母多项式，肯定都是

Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式．因此它们的根分布于左半ｗ复平面内．
零极点要么在负实轴上（负实根），要么共轭成对（共轭

复根）出现于左半ｗ复平面内．
５．３　实践验证

由解结果———零极点可写出一个有理函数 珘Ｙｋ
（ｗ）．给定一个相同的初始阻抗 Ｙ０（ｗ），由迭代函数 珔Ｆ
（ｙ）数值生成的阻抗函数 Ｙｋ（ｗ）序列应当有相同的零
极点．如果 珘Ｙｋ（ｗ）＝Ｙｋ（ｗ）（ｋ∈Ｎ

＋），那么零极点解结

果的正确性得以验证．
文中给出的所有解结果都进行了仔细的理论与实

践验证．最后得出结论：无源规则 ＲＣ分形分抗逼近电
路的阻抗函数之所有零极点全都分布于 ｗ平面的负实
轴上！

６　结束语
　　本文解决了某些规则分形分抗逼近电路的阻抗函
数之零极点求解问题，并在一定条件下能够获得简洁

的解析表达式．虽然文中仅论述了少量分抗逼近电路
的零极点问题，但它却提供了值得借鉴的求解范例．

关于求解分形分抗逼近电路零极点的研究过程与

结果表明，细致考察与巧妙利用分抗逼近电路的电学

结构特征与数学表示特征，通过某种数学技巧与变换，

可以将难解的病态的（超）高次无缺项大差异系数多项

式方程，转化为易解的（解析求解与数值求解）良态的

更高次大缺项多项式方程或简洁的易解三角函数

方程！
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附录　部分规则ＲＣ分形分抗逼近电路的电路特征与数学特征

分抗

类型

迭代函数

Ｆ（ｘ）

极限阻抗

ＺＦ

归一化迭代

函数 珔Ｆ（ｙ）

系数矢量αｋ，βｋ（ｋ∈Ｎ）

迭代公式

迭代矩阵

Γ
ｄｅｔΓ

ｗ－λ关系式
特征根λ１（ｗ）、λ２（ｗ）

备 注

Ｏｌｄｈａｍ
分形链

分抗

Ⅰ型

Ⅱ型

Ⅲ型

Ⅳ型

Ｈａｂａ
分形线

ａ＋ｂｘｂ＋ｘ

ａ（ｂ＋ｘ）
ａ＋ｂ＋ｘ

ｂ＋ａｘａ＋ｘ

ｂ（ａ＋ｘ）
ａ＋ｂ＋ｘ

ａ＋
ｂｘ

ｂ＋ １＋ｂ
γ( )ａｘ

ａ (２ １＋ １＋４ｂ槡 )ａ

ｂ (２ １＋４ａ槡 ｂ )－１

ｂ (２ １＋ １＋４ａ槡 )ｂ

ａ (２ １＋４ｂ槡 ａ )－１

ａ (２ １＋１＋４γｂ
γａ＋槡 )ｂ

１＋ ｙ
１＋ｗｙ

１＋ｗｙ
１＋ｗ＋ｗｙ

１
ｗ ＋

ｙ
１＋ｙ

１＋ｙ
１＋ｗ＋ｗｙ

１＋
ｙ

１＋（γ－１＋ｗ）ｙ

αｋ＋１＝［０，βｋ］＋［αｋ，０］

βｋ＋１＝［βｋ，０］＋αｋ＋１

βｋ＋１＝［０，βｋ］＋［αｋ，０］

αｋ＋１＝βｋ＋１＋［０，αｋ］

βｋ＋１＝［βｋ，０］＋［０，βｋ］＋［αｋ，０］

αｋ＋１＝［０，βｋ］＋［０，αｋ］

βｋ＋１＝［０，αｋ］＋［０，βｋ］

αｋ＋１＝［０，βｋ］＋［αｋ，０］＋［０，αｋ］

αｋ＋１＝［βｋ，０］＋γ［０，βｋ］＋γ［αｋ，０］

βｋ＋１＝αｋ＋１＋γ［βｋ，０］

１＋ｗ １
ｗ[ ]１

ｗ
１ １
ｗ

１１＋１[ ]
ｗ

ｗ
１＋１ｗ

１
ｗ[ ]１ １

１ １
ｗ１＋[ ]ｗ

γ
１＋珘ｗ１
珘ｗ[ ]１

１

ｗ＝λ＋１λ
－２

（ｗ＋２）± ｗ２＋４槡 ｗ
２

１
ｗ ＝λ＋

１
λ
－２

１
ｗ( )＋２ ± １

ｗ２
＋４槡 ｗ

２

ｗ＝λ＋１λ
－２

（ｗ＋２）± ｗ２＋４槡 ｗ
２

珘ｗ＝λ＋１λ
－２

珘ｗ＋２± 珘ｗ２＋４珘槡 ｗ
２

μ＝

－１２

珘ｗ＝ｗ＋
１
γγ

＞＞１

Ｃａｒｌｓｏｎ
分形格

Ｂ型

２ｈ型

２ａｂ＋（ａ＋ｂ）ｘ
ａ＋ｂ＋２ｘ

２ａｂ＋（ａ＋ｂ）ｘ
ａ＋ｂ＋ｘ

ａｂ＋（ａ＋ｂ）ｘ
ａ＋ｂ＋２ｘ

槡ｄ ａｂ

２＋（１＋ｗ）ｙ
１＋ｗ＋２ｗｙ

２＋（１＋ｗ）ｙ
１＋ｗ＋ｗｙ

１＋（１＋ｗ）ｙ
１＋ｗ＋２ｗｙ

βｋ＋１＝［βｋ，０］＋［０，βｋ］＋２［αｋ，０］

αｋ＋１＝２［０，βｋ］＋［αｋ，０］＋［０，αｋ］

βｋ＋１＝［βｋ，０］＋［０，βｋ］＋２［αｋ，０］

αｋ＋１＝［０，βｋ］＋［αｋ，０］＋［０，αｋ］

βｋ＋１＝［βｋ，０］＋［０，βｋ］＋［αｋ，０］

αｋ＋１＝２［０，βｋ］＋［αｋ，０］＋［０，αｋ］

１＋ｗ ２
２ｗ１＋[ ]ｗ
１＋ｗ ２
ｗ １＋[ ]ｗ
１＋ｗ １
２ｗ１＋[ ]ｗ

（ｗ－

１）２

ｗ２

＋１

λ２－２（ｗ＋１）λ＋（ｗ－１）２

＝０ 槡ｗ( )±１２

λ２－２（ｗ＋１）λ＋ｗ２＋１

＝０（ｗ＋１）± ２槡ｗ

ｄ＝１

ｄ 槡＝２

ｄ＝１

槡２

Ｌｉｕ
Ｋａｐｌａｎ
分形链

ａ＋
ｂαｘ（σｓ）
１＋ｂαｘ（σｓ）

？

１＋

αｙ（σｗ）
１＋ｗαｙ（σｗ）

αｋ＋１＝α［０，σｋ°βｋ］＋［σｋ°αｋ，０］

βｋ＋１＝αｋ＋１＋α［σｋ°βｋ，０］

σｋ＝［１，σ，σ２，…，σｋ］

Ｎｋ（ｗ）

Ｄｋ（ｗ[ ]）
＝Γｋ

Ｎ０（σｋｗ）

Ｄ０（σｋｗ[ ]）

Γｋ＝∏
ｋ－１

ｉ＝０
γｉ，γｉ＝

α（１＋σｉｗ） １

ασｉｗ[ ]１

ｋ∈Ｎ

μＬｉｕ＝

－ｌｇαｌｇσ

ＮＳ
分形树

Ｈ型

（ａ＋ｘ）（ｂ＋ｘ）
ａ＋ｂ＋２ｘ

ａｘ
ａ＋ｘ＋

ｂｘ
ｂ＋ｘ

槡ａｂ

（１＋ｙ）（１＋ｗｙ）
１＋ｗ＋２ｗｙ

ｙ
１＋ｙ＋

ｙ
１＋ｗｙ
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类型标示常数

代数描述
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“°”：两矢量的点积运算．
“”：两矢量的卷积运算．

矩阵描述
特征方程ｐΓ（λ）＝０

特征值λ１、λ２

电路结构特性 数学表示特征
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